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SUklMARY
Both in the determinution ofthe lcultud« in tlu: direct gcodctic probleni, and in tlre obtaining o/ the geodetic
coordinates from the UT\/ ones ll'e are lcd lo solve u similar 11011linear equation. We hcre propase I() use the
Newton uerative method for solving both problcms. Numerical examples show itsfast cOi7\'ergence ami C1CCIII'OCJ.
J. J:\TRODCCCIÓ-'
Este artículo es una modesta contribución al estudio de do,
problemas clásicos en geodesia: el problema geodésico directo 'y
In obtención de las coordenadas geodésicas de un punto a partir
de sus coordenadas UTM. En ambos casos. la cuestión se reduce
a la resolución de una ecuación no lineal del tipo
G(x) '" f'f(r)dl = L
a
(1.1 )
Para resolver esta ecuación proponemos el método de
Newton (ver. por ejemplo, Henrici (1972», que en este caso
particular, conduce al algoritmo iierativo siguiente:
.\,,_,= x" + /(1,-,,) (y - G(x,,)) (11 2 O). (1.2)
Como veremos en los ejemplos numéricos que presentamos.
I~convergencia es rápida y los resultados precisos.
2. PROBLE:YIA GEODÉSICO DIRECTO
Como es bien sabido. el problema geodésico directo es el
siguiente: dadas las coordenadas geográficas (,1." rp,) de un
punto A del clipsoide de revolución, el acimut a, en A y la
longitud s de un arco de geodésica >¡B. determinar las
coordenadas geográficas (A, rp) y el acimut a de la gcodésica
en el extremo B.
Este problema se puede resolver, teóricamente. con la ayuda
de las fórmulas siguientes (ver, por ejemplo, (Pizzeui, 1928,
§50») r r,=± J' ,pdrpI r-('
I IA - A, = ±c '" p dip,
e- r-s r:>«:
donde r = r(!p) es el radio del paralelo de latitud tp , p = p(!p)
el radio de curvatura de la elipse meridiana y e = r¡ sen a, la
constante de Clairaut de la geodésiea. En efecto, resolviendo en
!p la ecuación (2.1), la fórmula (2.2) proporciona A y,
finalmente, por el teorema de Clairaut,
rsena = e
::,eobtiene el valor del acimut a.
SOl
Vemos entonces que la solucióu del problema geodésico
directo radica en la determinación de la latitud rp, para lo cual
hay que resolver una ecuación no lineal del tipo (1.1) con
""'rp,. x=!p. y"'s.y
f '"± I,'P .
vr- -c-
El algoriuno de i\e" ton ~1.2) es, en éste caso. el siguiente
(112 O):
(2.4)
En la expresión anterior, 1;, = r( rp,,) , p" = p( rp,,) y
[
" rp
G(rp"J== J: :drp
,/>, r-c
(2.5)
(2.1)
Un valor inicial rpu de rp puede obtenerse suponiendo
a = b = R (aproximación esférica), donde a y b son los
serniejes mayor y menor del elipsoide de revolución,
respectivamente. Así pues,
ip¿ = arcsen (sen rp, cos (.I¡R) + cos rp., sen (s/ R) cos a,). (2.6)
Es necesario. sin embargo. señalar algunas dificultades de
carácter práctico que hay que saber resolver:
(a) La primera se refiere a la definición exacta del signo en las
expresiones anteriores. Para aclarar esta primera cuestión,
recordamos brevemente algunas propiedades de las geodésicas
de un elipsoide de revolución. La ecuación (2.2) es la ecuación,
en coordenadas geográficas. de la geodésica que pasa por el
punto (A.,. rp.,) con un acimut a, (ver. por ejemplo, (Pizzetti.
1928, §36». La ecuación (2.1) proviene de la relación
ds cosa = pdrp,
Y del teorema de Clairaut, según el cual, a lo largo de la
geodésica
(2.2)
r++:rcosa=±"¡r- -C-. (2.7)
(2.3)
Análogamente. la ecuación (2.2) se obtiene de
rdA. = dlsen a = pdrptga ,
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haciendo uso. de nuevo. del teorema de e lairaui. Por
consiguiente, en las ecuaciones (2.1) Y (2.2), el signo superior
debe ponerse cuando a esté comprendido entre O y lC/2 o
entre 3lC/2 y 2lC (arcos ascendentes hacia el :\orle) y el signo
inferior para los restantes valores de a (arcos descendentes
hacia el Sur). Además. según el teorema de Clairaut. sen a
tiene a lo largo de la geodésica el mismo signo que la constante
e . Por tanto, si el acimut a , está comprendido entre O y n .
esto mismo ocurre en cualquier otro punto de la geodésica. Por
último. son útiles las siguientes propiedades.
• O:s lel:s r:S a , y que estos dos valores limite de la
constante de Clairaut corresponden a los meridianos
(Cf=Ü. n ¡ j al ecuador (Cf=lC/2. 3lC/2. r=a).
respcctiv ameruc,
• Si se consideran lo, dos paralelos. simétricos respecto del
ecuador. de radio igual a lel. la geodésica está
comprendida entre estos dos paralelos. pues t: 2: le; .
• La geodésica es tangente a los dos paralelos limite
( r = lel) y es simétrica respecto del meridiano de UIlO
cualquiera de los puntos de contacto. Sean ±q;,,, (q;", 2: O)
las latitudes correspondientes a estos dos paralelos.
Podemos entonces establecer el siguiente criterio para
definir el signo correcto en las ecuaciones (2.1) Y (2.2): si a ,
está comprendido entre Ü y lC/2 o entre 3lC/2 y 2lC (arco
inicialmente ascendente hacia el Norte ). habrá que poner en
(2.1) Y en (2.2) el signo -i- hasta que la geodésica alcance el
paralelo de latitud -'-rp,,,. Sea .1"", la longitud del arco de
geodésico entre el punto inicial (;, 1 rp,) } el punto de tangencia
con el paralelo de latitud +rp",. Si s < s"' . la ecuación que hay
que resolver es entonces
s= I' r---pdrp.1'.,Jr2 -e:
Si s> s", ' la ecuación a resolver es
s =s - r__1_' -pdrn=;\" + 1"'''' __ '_' -pdrn.
111 .~ 'f"J/lJJ~ -r
v", 'v r- - c- ~} \J ,.- - c-
pues a partir de +s: comienza un arco descendente hacia el
Sur. La latitud +rp", se encuentra resolviendo la ecuación no
lineal
es decir.
r ' JI'rp = arcsen (1' -Iel- .'" \, c/' -e'ILf
Determinada +rp"" s", se obtiene evaluando la integral
singular (pues r( +rp",) = lel ) siguiente:
s; = r'" J ,r , pdq;.
If', r: -r C"
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Alternativamente. un valor aproximado de .1,,, 1)L,~de
obtcnersc trabajando en aproximación esférica. En efecto. en
una esfera de radio R se tiene
sen q;
cos(s",/ R) = --'.
sen (jJ1/I
(2.9)
El valor aproximado de .\" que se deduce de (2.9) puede ser
suficiente en la práctica. En casos dudosos hay que recurrir a la
evaluación numérica de la integral (2.8).
Para los restantes valores de ai (arco inicialmente descendente
hacia él SUr) puede hacerse un análisis similar.
(h) C0l110 hemos dicho. el acimut de la geodésica el. en el punto
B . se obtiene usando el teorema de Clairaut: scn el. =
Pero esto no es suficiente: si. por ejemplo. el acimut IX, está
comprendido entre O y J[. a también estará comprendido
entre O v n , Y la ecuación scn a = e]¡ tiene dos
soluciones en esté intervalo. rara decidir en que cuadr.uue
está a . basta con averiguar si el punto B está en un arco
ascendente hacia el :\one o descendente hacia el Sur. Si el
arco es inicialmente ascendente hacia el Norte (esto ocurre
si. por ejemplo. a , está comprendido entre O y ,T ':2 l.
IX = arcscnt el r) E (O.lC 2) si y
a=J[-arc:,en\e/r)E(lC :2.lC) SI ,>s",' Las distintas
posibilidades se analizan de igual modo.
A continuación presentamos dos ejemplos extraídos del
libro Practica! Geodesv de vlHooijberg (1997). En ambos
casos los cálculos se han hecho usando la aplicación
:VIA THCAD 2001: las integrales (2.5) y (2.2) se han evaluado
numéricamente con el método adaptable de Romberg ("adapli\e
Romberg method"). y .'", se ha calculado usando el método de
Rornberg "open-ended'.
Ejemplo 1./.
Este primer ejemplo es original de Jordan/Eggert/Keissl
(1959, § 135: 10 12-1 O18). Los datos están recogidos en la Tabla
l.
Tabla I - Problema geodésico directo -15000 Km.
(Dircct problem - /5000 Km)
Elipsoide Internacional a = 6 378 388 m 11 = 1/297
Latitud tp , = 50"
Longitud A, = 10"
Distancia geodésica s = 15000 Km
Acimut a , = 140"
(2.S)
El arco de geodésica es inicialmente descendente hacia el
Sur. La constante de Clairaut (normalizada) es:
.5:. = 0.4139933250,
a
y las soluciones de la ecuación I'(rp) = lel son ±rp", con qJ.",:
rp = 1.145229285 rd=6S" 37' 00'.496543.
SOl
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Sé obtiene entonces con una tolerancia de 10-3 mediante
:ntegración numérica:
s'" = [' ~ ,r , pdrp = 16 348.256':>85 Km
-r'", r -e
y en aproximación esférica
s", ~ 16 392.72602 Km.
Figura 1 está representada laEn la
a r(r' -c'f' 'p
función
Sé aprecian las dos asintotas venicales en
Pue;,LU que s < s,,,, el arco de gecdésica en B es
descendenk hacia el sur. y la ecuación (2.1) es:
.\=-,' ,_r ,-pd<{' = IP' ~pd!(!
J.,; -lr -r C" Ij) -ir: -c-
le ~
•, I,
0.15 .'1 ·0.5 o 0'5 1'5
phr
o"r(r'-c'f' 'p.(O 'r(r'-c:'f' 'pFigura J - Función
Iuuction.).
Aplicando ahora el método de Newton para resolver en rp
la ecuación anterior obtenemos (con una tolerancia de 10.7 en
la evaluación numérica de e( rp,,) ):
n Latitud
O -62" 44' 41".917597
I -62" 57' 14H.S7il 116
2 -62" 57' 03'.206904
3 -62" 57' 03'.203867
4 -62" 57' 03'.203867
La solución a la que llega M.Hooijberg (1997). usando el
método de Kiviuja (1977), es la misma. Con el método de
Legendre-Bessel (ver, por ejemplo, Pizzetti, 1928, §51),
Jordan/Eggert/Kneissl (1959) obtienen
tp = -62" 57' 03'.203R ~4 .
Con el valor de rp que hemos obtenido (:; rp,), se puede
ahora calcular la longitud del punto B :
A = A, + e r" h p dip = 105" 05' 38'.2':>':>664.
l" r r -e
SOl
(Este resultado coincide cun el dado en Hooijberg (1997):
con el método de Legendre-Bessel se tiene
A = 105" OS' 38'.2995 46 (Jordan/Eggert/Kneisl, 195':»).
De lo dicho anteriormente se deduce que aE (lr/2,ff). Por
tanto,
a=ff-arcsen(c/r) = 114" 46' 41'.483903.
(Según Hooijberg (1 ':>':>7); a = 114" 46' 4 ¡'.4839 04, Y
según Jordan/ Eggert/Kncisl (195':», a = 114" 46' 41'.483993).
Ejemplo /.2.
Los datos de este segundo ejemplo se encuentran en la Tabla
2.
Tublu 2 - Prohlema geudésico directo -1320 Km.
(Direct problem - /320 Km)
u=6 377 3':>7.155 mElipsoide de Bcssel
r =2':>9.15281285
Latitud rp, =45u
Longitud
Distancia geodésica s = 1 320 ~8·U6¡¡3 7 m
Acimut O!, = 29"03' 1S'.45 713
El arco de geodésica es inicialmente ascendente hacia el
:\orte. La constante de Clairaut (normalizada) es:
5:.. = 0.343':>724':>5 '-
a
y las soluciones de la ecuación r( rp) = lel son ±rp", con rp",:
rp", = 1.2~0732! ~6 rd = 6,:>°56' 34',075383.
Se obtiene entonces con una tolerancia de 10-3 mediante
integración numérica:
s = ['" ~r pdm=4 587 8':>2.82618 m
iII ') ~ 'r:
1J.l r- -r C"
y en aproximación esférica
,1", = 45~2.476992 Km.
Puesto que .\ < S'" ' el arco de geodésica en B es ascendente
hacia el Norte, y la ecuación (2.1) es:
s = r ~,1' , pdip.
I r-c
Aplicando ahora el método de Newton para resolver en rp
la ecuación anterior obtenemos (con una tolerancia de 10' en
la evaluación numérica de G(rp,,) ):
n Latitud
O 54" 59' 28'.013000
1 55" 00' 00'.002094
2 55" 00' 00'.000101
3 SS" 00' 00'.00010 1
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L~ solución a la qUé llegu vl.Hooijberg (1 <19-). usando dé
nuevo el método de Kivioja (1977), es la misma,
Con el valor de rp que h':!11oS obtenido ("" rpj)' se puede
ahora calcular la longitud del punto B :
A = A, + e l' __,_1-~ p dip = 19" 59' 59',9,)976,
'.?I/·~
Además. CtE (0.1[/1) , y por tanto
a = arc:,ente/r) = 36" ~5' 7'39931,
Estos últimos resultados coinciden con los de Hooijberg
tl,)97),
3. ECUACIO'iES I'\VERSAS DE LA PROYECCIÓ. '
UTM
En coordenadas isoméuicus ()l,.. (/) _ la~ ccuaciouc-, in. ersa:,
de la proyección LT:'v1 son:
,,¡=¿,,¡ (yp:""
I ,,':""1)
ICJ='lIlO ¡.,- ~'l:,,(Y¡.\"·".
donde las deriv adas de las funciones ?, : CJ (,tin relacionadas
entre si de la forma siguiente tn 2 O) :
{
q;" = (:211+ 1)Á,,,,,
(32)
X"., = -1(11 + I li/:",:.
Conocida la función ,!,,( n. las ecuaciones (3,1) permiten
determinar sucesivamente las funciones "L"", y '/:" (/1 21),
derivando q" se obtiene .1, . derivando A, calculamos CJ:. cte.
Sin considerar el factor 0.99L)() de reducción de escala. en la
proyección LT\'I las distancias se conservan sobre el meridiano
central y, por tanto. la función q,,( l) está definida
implícitamente según la relación:
r/"(> I
y = J, 1('/)dq.
Para ilustrar C011l0 se lleva a cabo la deicnninación de los
coeficientes de los desarrollos en serie (3.1). calculemos. por
ejemplo. ;" ' Derivando (3.3) respecto de Y. tenemos
1= r(q,,( Y))q~(l'),
ror consiguiente.
J ' I/t,el') = CJ,,(l') = ---,
r(q"e}'))
En resumen. para resolver el problema del cálculo de las
coordenadas isométricas (A. (1) de un punto del cl ipsoide de
revolución. conocidas sus coordenadas UTM (X, Y), es
necesario. en primer lugar. resolver una ecuación no lineal del
tipo (1, 1) (la Ec. (3.3)). con a"" O. .r "" qo(Y) . .\ "" Y . y
f"" I(q).
El algoritmo de Newtou (1,2) es ahora el :.iguiente (112 O) :
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(j,(l¡= r 1{'l)Jq·
Un primer valor aproximado de q,,(Y) puede obtenerse de
la siguiente manera:
r t n (I-esena:>:l
('1"(Y),,=ln1tanl-+IP,, 1I ,0 I
~ :2 J j-,. e sen rp
con <p" = l'¡'u (aproximación esférica).
Para evaluar G,,( l') en (3.4) es necesario conocer el radio
de los paralelos en función de la latitud isométrica. Bermejo y
Otero (2002) han obtenido el siguiente desarrollo en serie de
potencias de ¿'
(3,5¡
(3.1 )
donde las funciones '': t q¡ son
Iv('I) = sech '1
l,l'l) = -,ech <f T sech ' '1
'"('1) = sech; -1-tsecl1' '1 + 13,;ecl1' '1
COI!
(j',,('/J = urctant sinh (1)
I . I
G, ('1) = --arctCln("nh (1) + -,,,ch '/tanh '1
':2 :2
9 . 17
(j,( (1) = --arctanb11lh '1¡- -,,,c!H/ tanl: '1 (3.-¡
'i) . X .
13 .
+ -seeh' '/tanl1 '1-
4
(33)
Para finalizar damos un ejemplo numérico. La coordenada
y UTM (quitado el factor de reducción de escala) de un punto
de latitud rp = 34" sobre un meridano cenuul en el elipsoide
Internacional es
y =3763 719,;';6.5m.
Usando la aplicación ÑIATHCAD 100 I obtenemos
n Cf,,(Y)
O 0,6238929067
I 0.627891743~
1 0.6278961062
3 0.6278961061
Así pues. Cfu(}') ~ ('1,,(}'»)) = 0.6278962062. mientras que la
latitud iso métrica del punto considerado es 0.6278961130, La
diferencia entre el valor exacto y el obtenido con el método de
'!e\\'ton es igual a 6.8 x 10 9,
SOl
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